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摘  要：针对深基坑支护的多支撑地下连续墙结构，考虑分步开挖和支撑对墙体的内力和位移以及支撑反力的影响，提出以

弹性地基梁为基础的矩阵位移法。在求解矩阵位移法的过程中，确定土体的水平基床系数成为分析地下连续墙变形和内力的

关键。Melan 给出半无限大弹性空间内部线性荷载作用下的应力和位移解，在 Melan 解的基础上，通过对其应力解进行积分

处理，并结合平面应变问题的物理方程和几何方程，得到条形荷载作用下的位移解，进而得到水平基床系数。将 Melan 解的

矩阵位移法运用到工程实例中，并将实测结果与计算结果进行比较，验证了其可行性和正确性，可为同类工程结构设计提供

理论基础。 
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Analysis method for diaphragm wall structure  
based on Melan’s solution 
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Abstract: For multi-braced diaphragm wall structure calculation, a matrix displacement method based on the theory of elastic 
foundation beam is derived considering the effects of staged excavation upon internal force and displacement as well as the bracing 
force. Based on the Melan’s solution, combining with the geometrical plane-strain problems, a displacement solution in semi-infinite 
elastic under horizontal strip load is derived. Furthermore, the horizontal foundation coefficient applied to the above matrix 
displacement method is gained. Compared with measured results of diaphragm wall obtained from engineering cases, the    
analysis results indicate that the matrix displacement method is convenient and feasible, and it can provide references to the similar 
projects.  
Key words: diaphragm wall; elastic foundation beam; matrix displacement method; Melan's solution; horizontal foundation coefficient 
 

1  引  言 

随着城市地下空间地开发和高层建筑的大量

建设，深基坑支护工程也相应日益增多。地下连续

墙作为支护方式的一种，因其刚度大、整体性好、

开挖过程中安全性高和支护结构变形小等特点，广

泛应用于各种深度的基坑工程支挡结构中，其结构

计算的准确与否将直接影响到整个基坑工程的安全

与运营。 

地下连续墙的结构计算方法常用的有经典法、

弹性法和有限元法等。其中规范中推荐的弹性地基

梁有限元法，因其模型简单、受力明确等特点而被

广泛使用，但由于在计算过程中未考虑支撑结构的

变形，同时也未把开挖过程对基坑支护结构的影响

计算在内，其结果与实际情况存在一定的偏差，已

经不能满足设计计算精度要求。 
本文提出一种基于弹性地基梁模型的 Melan 解

答的矩阵位移法的分析方法。其主要思路是将单位
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宽度支护墙体作为直立的弹性地基梁，内支撑为弹

簧支承，基坑内开挖面以下的土体采用弹簧模拟，

而基坑外土体转换为土压力。矩阵位移法采用有限

元的求解，考虑土体的分层以及支撑位置的实际情

况，将墙体进行结构单元划分，根据矩阵分析法原

理，列出单元的矩阵方程，进而求得墙体的内力和

变形。其中，对于土体水平基床系数的确定是通过

半无限大弹性空间内部条形荷载作用下的 Melan 
解来实现。矩阵位移法的特点是将支护结构的墙 
体、内支撑、土视为三者协同作用的支护结构，在

分析过程中充分考虑了基坑分步开挖和支撑的施工

过程对墙体、内支撑以及被动土体的变形和受力影    
响[1]。 

2  地下连续墙结构矩阵位移法基本
原理 

对于地下连续墙结构分析，其内力与变形解法

与 Winkler 弹性地基梁相似，所以可以参照弹性地

基梁的基本原理，将文献[4]提出的矩阵位移法引入

对地下连续墙结构的求解。 
2.1  结构单元划分 

对地下连续墙的结构分析，按照弹性地基梁的

基本原理首先要对墙体进行结构单元的划分。结构

单元划分的原则是，通常单元的长度为 0.5～1.5 m，

并保证在土层性质变化处、地下水位处、内支撑处、

基坑底面等均有节点存在。 
对于地下连续墙的内支撑和被动土的处理则

采用弹簧代替。开挖面以下的节点均设置土体弹簧，

其弹簧刚度与土体性质和弹簧的埋设深度有关，称

为土体水平反力系数。 
另一方面，主动土可按照土压力计算方法将其

简化为作用在墙体上的分布荷载，再根据荷载转换

原理将分布荷载化为作用在单元节点上的节点荷

载[2－3]。 
2.2  矩阵分析法原理 

（1）连接系数矩阵 A 
在完成地下连续墙的结构单元划分后，就进行墙

体各单元和节点受力分析。如图 1 所示，在墙上任

一节点处，节点外力用P 表示，墙内力用F 表示。

将墙体划分为 n个单元，节点外力数则为 2 2n  ，

其中 1～ 1n  表示外力矩， 2n  ～ 2 2n  则表示外

力；而节点内力数为3 1n  ，其中 1～ 2n 表示内力

矩，而 2 1n  ～3 1n  则表示弹簧反力。由此，按图

1 所示， 1F 到 20F 为墙单元各端点的内力矩，而 21F 到

31F 为土弹簧反力； 1P 至 11P 为外力矩，而 12P 至 22P 为

外力。 
如图 2 所示，通过对单元和节点静力平衡分析，

可以得出墙内节点力和外力之间的关系式： 

节点 1：  1 1:M P F              （1） 

1 2
12 21

1

:
F FF P F

L


 
         

（2） 
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p7 

p11  
(a)                        (b) 

图 1  地下连续墙的有限元分析 
Fig.1  Finite element analysis of diaphragm wall 

 

 
图 2  单元和节点静力平衡 

Fig.2  Static equilibrium of element and node 

 
节点 2： 2 2 3:M P F F             （3） 

2 31 2
13 22
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:
F FF FF P F

L L


  
     

（4） 

式（1）~（4）中 L1、L2分别表示单元 1 和单

元 2 的长度。式（1）～（4）为节点 1、2 的力和弯

矩平衡式，同理可以求得其他节点的相应表达式。 
当 F 为弹簧反力时，P 和 F 关系可表示为 
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当 F 为内力矩时，P 和 F 关系可表示为 
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（6） 

对于墙体结构上全部节点，按照上面的静力平

衡式，采用矩阵符号可表示为 

 P A F               （7） 

式中：P和 F分别为节点外力和墙体内力的列向量；

A则表示连接系数矩阵。 
矩阵 A的表现形式为 

 
   

R O
A

T E
 

矩阵 A中的 11×20 分块矩阵 R和 T分别为 

1
1 1

1 1
1

 
 
 
 
 
 
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A A
B B A A
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B B

 
 
 
 
 
 
  

T  

式中： 1i iA L ； 1i iB L  。 
（2）刚度矩阵 S 
根据内力变形关系，外节点力矩 1P ～ 11P 对应的

节点转动为 1X ～ 11X ，而水平外节点力 12P ～ 22P 相

对应的节点水平移动为 12X ～ 22X 。同样，单元各

端点的内力矩 1F ～ 20F 所引起的端点的转动（弧度）

位移为 1e ～ 20e ，而 21F ～ 31F 的土弹簧反力引起的压

缩量为 21e ～ 31e 。 
如图 3 所示，以单元 1 为例，根据共轭梁即弯

矩-面积原理，墙单元两端的转角 1e 和 2e 分别为 

1 1 2 1
1 3 6

F L F Le
EI EI

 
            

（8） 

1 1 2 1
2 3 6

F L F Le
EI EI

 
            

（9） 

式（8）、（9）中 EI 表示单元的刚度。 
联立式（8）、（9）可求出 1F 和 2F 为 

1 1 2
1 1

4 2EI EIF e e
L L

            （10） 

2 1 2
1 1

2 4EI EIF e e
L L

            （11） 

而对于 21F ～ 31F 的土弹簧反力为 

21 1 21F K e              （12） 

22 2 22F K e              （13） 

上式为单元 1 内力-位移关系式，同理可以求

得其他单元的相应表达式，即得出 F和 e关系的一

般通式： 
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（14） 

 F S e               （15） 
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图 3  内力与变形关系 

Fig.3  Relation between internal force and deformation 

 
由式（14）单元内力 iF 和变形 ie ，可以得出单

元刚度矩阵 S的表现形式[1]： 
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1 1
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


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（16） 
式中： 2i iM EI L 。 

根据变形协调关系有： 

 e B X              （17） 

式中：X 为节点位移矩阵；B 为变形矩阵，同时
TB A 。 

（3）荷载矩阵 P 
主动土压力是作用在墙体单元上的分布荷载，

需要将其转换为节点荷载，然后将节点荷载编写成

荷载矩阵 P。 
荷载转化的方法有很多，本文采用的是将分布

荷载按比例分配给邻近节点。按照荷载分配法转换

为节点荷载时，同时也会产生相应的弯矩和剪力，

但通过大量的试算，可以发现考虑弯矩和剪力的影

响，对提高计算精度十分有限，所以为了简化计算

过程，可不考虑其影响[5]。 
根据上面荷载转化原理，可将分布土压力转化

为 

 

   

1 1
1 2 1

1
1 1

1 1
2 3 2

1
2 2

i
i i

i i i i

L Lp p p i
P

L Lp p p p i
 

    
       

（18） 

（4）位移矩阵 X求解 
联立式（15）和（17）可得到节点内力和位移

的关系式为 

T  F S A X            （19） 

再将式（19）代入式（7）中，可得节点外力

和位移的关系式为 

  1T 
   X A S A P          （20） 

式中： T A S A 为单元总刚度矩阵。 

3  弹簧刚度 K的 Melan 解 

刚度矩阵 S中的弹簧刚度K常用的计算方法有

常数法、C 法和 K 法等，本文根据地下连续墙的受

力特点，提出了以 Melan 解答来求解弹簧刚度计算

方法。 
Melan 于 1974 年在 Mindlin 解的基础上推导了

距地表 d 处沿 y 方向分布和沿 x 向作用的单位水平

荷载 q，任意一点（x, z）的应力解为[6－7] 

 
 

 

2 2 2

4 4 6
1 2 2

2 2 4
1 2 2

8d8d 6
2 1

41 2 1 3
2

x
z d zqx x x z d

r r r

z d z
r r r






  
   

  

 
    

 

（21） 

 
 

 

2 2 2 2

4 4 6
1 2 2

2 2 4
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6d 8d
2 1

41 2 1 1
2

z
z dqx d z z zx

r r r

z d z
r r r






   
   
  

 
        

（22） 
式中：  22 2

1r x z d   ，  22 2
2r x z d   。 

那么如图 5 中所示在半无限土体内部宽度为 b
内受到 x 方向的条形荷载 p 作用时，在该区域内任

意一点（x, z）的应力解可以通过积分式得到。 

 
 

d 

Z 

X 

(x, -z) 

r1 

r2 

q 

(x, z) 

 
图 4  深度为 d矩形区域内受到 X方向均线性荷载 

Fig.4  Linear vertical load acting on a rectangle  
area at depth d 
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2
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（23） 
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（24） 
根据平面应变问题的物理方程和几何方程有： 

21
1x x zE

   


 
         

（25） 

x
u
x

 

               

（26） 

通过上面两式可以求得 x 方向的位移为 
21 d

1x zu x
E
  


 

   
      （27） 

其中： 
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（28） 
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 （29） 

其中： 
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 （30） 
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图 5  深度为 h矩形区域内受到 X方向条形荷载 

Fig.5  Strip vertical load acting on a rectangle 
 area at depth h 

 
当附加应力衰减为自重应力的 10%～20%时所

达到的深度为地基沉降的压缩深度。将压缩深度概

念引入地下连续墙墙侧土体变形。根据文献[8]，当

水平应力衰减为 10%～20%的条形荷载，水平位移

积分范围相应可以取条形荷载宽度的 1/5～1/10，在
本文中取 1/10[8]。 

故土体水平基床系数 k 为[9] 

pk
u

                （31） 

土体水平基床系数 k 的单位为 kN/m3，则土体

弹簧刚度 K kbc ，c 为土体单元的宽度，单位为

kN/m。 

4  考虑地下连续墙开挖过程计算原理 

对于多支撑的地下连续墙支挡结构的计算，为

了更好的符合实际情况，需要考虑支撑反力对墙体

结构的内力和变形随开挖过程变化的影响。 
分析地下连续墙考虑开挖过程的计算原理，以

图 6 中两道支撑的工程为例。将墙体划分为 10 个单

元。其中， 1F ～ 20F 为内力， 21F ～ 31F 为弹簧反   
力， 1P ～ 11P 为节点外力矩，而 12P ～ 22P 为节点外 
力。 

 
 

(b) (c) (a) 
31 31F e  

h 1

h 2

11p  

27 27F e  7p

23 23F e  
4p

31 31F e  

1p  

28 28F e  

11p  

26 26F e  
7p

T1k  

4p

31 31F e  

1p  

28 28F e  

11p  

h 3

7p  

T1k  

4p  

1p  

T2k  

 
图 6  考虑开挖过程的结构计算 

Fig.6  Structural calculation considering excavation 
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第 1 阶段开挖深度到 1h ，将土压力按照荷载等

效原理生成荷载矩阵 1P 。节点 1、2 处的弹簧 21F 、

F22 被挖除，将连接系数矩阵 A 中的 A(11，21)、 
A(12，22)的值取为 0，形成该阶段的矩阵 1A 。同时，

将刚度矩阵S中 1K 、 2K 赋值为0，形成新的矩阵 1S 。

根据矩阵 1P 、 1A 和 1S 可计算得到该阶段墙体的内

力和变形。 
第 2 阶段开挖深度为 h2，并在 h1处施加第一道

内支撑。考虑到开挖过程中，挖去的弹簧对墙体的

反作用，计算荷载矩阵需要用第 2 阶段荷载矩阵 2P
减去第一阶段的矩阵 1P ，再加上第 1 阶段弹簧反力

23F 、 24F 、 25F 才能得到第 2 阶段的 2P 。同时，节

点 3、4、5 处的弹簧 23F 、 24F 、 25F 被挖除，需将

连接系数矩阵 1A 中的 1A (13，23)， 1A (14，24)，  

1A (15，25)的值取为 0，形成该阶段的矩阵 2A 。同

时，将刚度矩阵 1S 中 3K 、 4K 、 5K 赋为 0。内支撑

的水平刚度 T1k 值赋给 2K ，形成新的矩阵 2S 。将矩

阵 2P ， 2A 和 2S 计算所得弯矩和变形减去第 1 阶

段的内力和变形即可得到第 2 阶段墙体的内力和 

 

变形[2]。 
第 3 阶段开挖深度为 3h ，并在 h2处施加第二道

内支撑。计算过程同第 2 阶段。 

5  工程应用 

某商贸主楼地上 41 层，地下 3～4 层。基坑面

积达到11 000 m2，周长为470 m，其开挖深度为15～
16 m。基坑围护结构采用地下连续墙结构，墙顶标

高为 0.0 m，墙厚为 1.0 m，墙底深度为 31～32 m，

地面超载 20 kN/m。支撑竖向布置设三道钢筋混凝

土水平支撑体系。第 1 道支撑中心标高为 3.0 m，

其支撑断面为 1 200 mm 800 mm；第 2 道支撑中心

标高为 7.0 m，其支撑断面为 1200 mm 800 mm；

第 3 道支撑中心标高为  11.0m，其支撑断面为    
1 200 mm 800 mm。3道支撑的弹性模量为30 GPa，
法向刚度为 20 000 kN/m3。混凝土强度等级为 C30。 

基坑工程各土层主要物理力学性质指标见  
表 1，土压力及支撑断面见图 7，图 7(a)为支撑断面

尺寸单位为 m，图 7(b)~(e)为土压力，单位为 kN/m。 
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8.13

26.18 
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22.17

44.57

21.83

46.98 

21.71 

46.74

(b) 第 1 阶段土压力 (c) 第 2 阶段土压力增量 (d) 第 3 阶段土压力增量 (e) 第 4 阶段土压力增量(a)支撑断面  
图 7  土压力分布图 

Fig.7  Earth pressure profiles 

 
表 1  土层物理力学性质指标 

Table 1  Physico-mechanical properties of soils 

层号 
厚度 
/ m 

 
/ (kN/m3) 

c 
/ kPa 

 
/ (°) 

 
Es 

/ MPa 
杂填土 2 18.50 7 19.5 0.45 5.0 
黏土 7 19.20 31 15.4 0.43 7.8 

粉质黏土 8 18.80 21 13.5 0.42 6.5 
粉细砂 12 19.19 12 33.5 0.32 18.4 

强风化泥岩 5 25.20 320 29.5 0.30 31.2 
中风化泥岩 15 25.50 950 32.0 0.25 255.0 

 
土体的压缩模量和弹性模量的关系式为[3] 

(1.3E  ～
2

s
23) 1

1
E


 
  

       （32） 

上式中系数变化范围不仅与土性、土类、土的

状态、土的成因有着复杂的关系，而且与两个模量

相对应的两个全然不同的力学模型和受力状态有

关，确定起来十分复杂，在本算例中，计算系数根

据地区经验取 3。 
本文采用Melan解答的矩阵位移法和m法对该

工程实例进行了计算分析，图 8、9 中分别绘制了开

挖、支护的 4 个阶段的弯矩图和位移图，以及相应

的现场实测位移值，并在图 8（b）~（d）用箭头和

数字标识出该位置支撑反力。m 法在计算水平基床

系数时，根据土体的黏聚力 c 和内摩擦角 确定，

而矩阵位移法的计算则是依据土体的泊松比  和

弹性模量 E。从图中可以看出，本文采用的矩阵位

移法与 m 法相比，矩阵位移法计算所得的水平位移

与实测位移更为接近。除了第 3 阶段的位移误差稍

大外，其他位移误差均在 3%～31%，但位移曲线变

2895 
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化趋势与实测数据基本相符，而 m 法的误差最大可

以达到 50%。m 法求得的弹簧刚度系数过分地高估

了其随深度增长率，这就是造成计算值比实际位移

偏小的原因。这说明本文提出的矩阵位移法用于地

下连续墙支护结构计算更加符合工程精度要求，计

算方法更为可行。 

6  结  论 

（1）本文通过对半无限大弹性空间内部水平线 
 

性荷载作用下的 Melan 公式进行推导，得到条形荷

载作用下的位移解答，并成功地运用到地下连续墙

的弹性地基梁模型的弹簧刚度求解中。 
（2）对于逐步开挖和加撑的地下连续墙的位移

和内力计算，本文采用增量法的计算方法，其方法

的实现是通过开挖除去的弹簧在上一阶段的反力对

本阶段的计算荷载矩阵 P进行修正，计算得出的位

移和内力减去上一阶段的对应值为本阶段的最终位

移和内力。    

    
(a) 第 1 阶段                  (b) 第 2 阶段                    (c) 第 3 阶段                       (d) 第 4 阶段 

图 8  地下连续墙弯矩图 
Fig.8  Bending moment diagrams of diaphragm wall 

 

          
(a) 第 1 阶段                   (b) 第 2 阶段                     (c) 第 3 阶段                     (d) 第 4 阶段 

图 9  地下连续墙变形图 
Fig.9  Deformation diagrams of diaphragm wall 

 
（3）根据实例的分析结果和实测数据对比分析

可以看出，用 Melan 解答的矩阵位移法计算地下连

续墙的内力与变形是可行的，计算公式及过程相对

简单，便于程序化。 
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